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PRESENTACION
A Matematica Aplicada caracterzase pola interpretacion e creacion de teora
matematica que posibilite a resolucion de problemas.
A abordaxe dende un punto de vista matematico dun problema real de interese
esixe: o establecemento dunha formulacion matematica do problema, a analise
e a resolucion de dita formulacion e a interpretacion da solucion obtida. Estas
tres etapas (formulacion, analise mais resolucion e interpretacion de resultados)
son os piares basicos do procedemento co~necido como modelado matematico. Este
proceso, imprescindible na aplicacion das matematicas, constitue o campo de accion
da Matematica Aplicada.
Na etapa de resolucion ocorre que os modelos reais son en xeral o sucientemente
complicados como para que non se poida obter unha formula explcita que relacione
as incognitas cos datos do problema. E aqu onde interven a Analise Numerica,
disciplina das matematicas que se ocupa da descricion e analise de metodos, que se
van implantar nunha maquina de calculo, para a obtencion da solucion aproximada
(ou exacta ocasionalmente) dun problema matematico. Estes metodos son cami~nos
que se construen botando man de calquera posible ferramenta matematica que
poida valer. E por isto que a Analise Numerica alimentase das propias matematicas
nas que vive.
Calculo numerico nunha variable e unha materia con contidos da disciplina
Analise Numerica. Neste sentido constitue, xunto coas materias cronoloxicamente
posteriores Analise numerica matricial, Metodos numericos en optimizacion e
ecuacions diferenciais, Modelizacion matematica (as tres obrigatorias), Analise
numerica de ecuacions en derivadas parciais e Taller de problemas industriais
(ambalas duas optativas), un elo basico na formacion dun matematico aplicado,
formacion que o alumnado podera incrementar e perfeccionar coa realizacion do
Master universitario en enxe~nara matematica.
Calquerametodo dos estudados no campo da Analise Numerica, e en particular dos
estudados en Calculo numerico nunha variable, esta elaborado para ser aplicado.
A sua aplicacion conten unha fase nal que constitue un conxunto de certas
operacions aritmeticas e loxicas nunha orde determinada e sen ambiguidade que
e preciso executar nunha maquina de calculo, motivo polo que esta ferramenta
resulta imprescindible. Para realizar esta tarefa, precsanse ter adquiridos certos
co~necementos basicos de informatica, entre eles o inicio na aprendizaxe dunha
linguaxe de programacion (formacion proporcionada pola materia Informatica do
primeiro curso do Grao en Matematicas).
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OS OBXECTIVOS
Dado que a unidade que estamos a desenvolver e a primeira que se imparte no Grao
en Matematicas correspondente a disciplina Analise Numerica, e dada a necesidade
que esta disciplina ten dunha maquina de calculo, os obxectivos que se perseguen
nesta unidade son:
| Introducirse no co~necemento e manexo de conceptos e tecnicas basicas da
Analise Numerica.
| Desenvolverse con comodidade no manexo dunha linguaxe de programacion
sobre o ordenador e co~necer certos problemas que derivan do uso desta
ferramenta.
En denitiva, tratase de que o alumno se prepare para poder asimilar as
unidades posteriores.
OS CONTIDOS BASICOS
Comezaremos enmarcando a materia Calculo Numerico nunha variable, da que
forma parte a unidade que estamos a tratar, dentro da disciplina de matematicas
a que pertence, a Analise Numerica. Finalmente, desenvolveremos os contidos da
unidade.
1. Marco da materia Calculo Numerico nunha variable
Realizaremos unha breve introducion a Analise Numerica motivando a sua
existencia, onde atoparemos de modo natural a materia que nos ocupa.
1.1. A disciplina Analise Numerica
A Analise Numerica trata o dese~no e a analise de metodos, que se van
executar nunha maquina de calculo, para aproximar dunha maneira eciente a
solucion dun problema expresado matematicamente. A forma practica na que un
metodo e introducido nun ordenador e chamada por alguns autores algoritmo,
anda que normalmente ambolos dous termos metodo numerico e algoritmo son
utilizados indistintamente.
As ideas da Analise Numerica remontanse a moitos seculos atras. Atribuese a Heron
de Alexandra, na segunda metade do primeiro seculo a. C., o calculo mediante
aproximacions sucesivas da raz cadrada dun numero positivo c, e dicir, se x e unha
aproximacion, defnese a seguinte como 12 (x +
c
x ), o que constitue (con notacion
actual) o algoritmo: 
x0 numero positivo dado;
xn+1 =
1
2 (xn +
c
xn
) ; n = 0; 1; : : :
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Isto signica que tratamos de nos aproximar cada vez mais ao valor
p
c construndo
unha sucesion de numeros fxngn0, que chamaremos iterantes, mediante as
operacions elementais suma, multiplicacion e division. No momento en que
decidamos parar esa construcion, o ultimo elemento calculado e o que se vai tomar
como aproximacion do numero
p
c.
Non querendo facer un percorrido historico, citamos por exemplo a Karl Friedrich
Gauss (1777-1855), cuxas achegas a resolucion de sistemas de ecuacions lineares
seguen sendo utiles na actualidade.
Merece mencion especial Leonhard Euler (1707-1783), cuxo extenso traballo conten
un gran numero de algoritmos e formulas que aparecen normalmente como
desenvolvementos en serie. Con Euler acadouse un punto culminante na utilizacion
e desenvolvemento de algoritmos.
A partir do seculo XVIII, os co~necementos matematicos foronse perfeccionando,
pero os razoamentos construtivos eran sempre superados por outros de tipo loxico
cuxo interese era mais determinar se existe solucion a un determinado problema
que calcula-la de forma efectiva. O motivo deste proceso de abstraccion era
que os algoritmos para o calculo das solucions dos problemas resultaban, anda
que nitos, irrealizables debido a cantidade de calculo que esixan. A aparicion
das computadoras na segunda metade do seculo XX supuxo o rexurdimento dos
metodos construtivos.
Como verdadeira disciplina, a Analise numerica comezou a sua andaina cando
en 1947 se creou o Instituto de Analise Numerica na Universidade de
California, e desenvolveuse espectacularmente nestas ultimas decadas motivado
polo desenvolvemento informatico.
Poderase dicir que, se dende a antiguidade ata 1945 a velocidade de calculo
se multiplicara por 10 mediante artefactos rudimentarios (como o abaco), dende
enton ata agora multiplicouse por mais dun millon. Isto non signica que todolos
algoritmos poidan ser tratados por un ordenador, pois alguns non e posible anda
levalos a cabo cos ordenadores actuais. O progreso tecnoloxico e o que permite
recuperar e renar metodos baseados en ideas antigas e dese~nar metodos novos.
Desde Bacon e Galileo no seculo XVII, o desenvolvemento das ciencias naturais
enriqueceuse ao combinar as metodoloxas experimentais coas teoricas, estas
ultimas moi relacionadas coas matematicas. A partir do desenvolvemento das
computadoras, xorde a simulacion numerica, cuxo obxectivo e a recreacion
matematica dun proceso. Funciona como un laboratorio cuxa ferramenta principal
e a computadora e onde se pode dese~nar un experimento que proporciona un
mellor entendemento do proceso ou fenomeno que se estuda, o que permite
predicir as consecuencias da sua execuxion e, polo tanto, a toma de decisions
ao respecto, e dicir, o seu control. Esta metodoloxa podese considerar parte
da Analise Numerica, e esta estreitamente relacionada con varias areas da
computacion e doutras disciplinas. As falase de fsica, qumica, bioloxa e ata
nanzas computacionais que se ocupan do estudo de modelos matematicos e
algoritmos computacionais ecientes para a resolucion de problemas que xorden
nestas ramas da ciencia.
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1.2. Por que esta disciplina
A pesar de todo o dito ata o momento, concretamos a continuacion alguns
dos principais motivos polos que a Analise Numerica se fai unha disciplina
imprescindible.
1. Hai problemas que se sabe que te~nen solucion, pero non dispo~nemos dunha
formula que exprese dita solucion. As, por exemplo, anda sabendo que
un polinomio de grao n ten exactamente n races (non necesariamente
diferentes), esta probado (Galois, 1811-1832) que cando n  5 non e posible
calcula-las por radicais (e dicir, empregando unicamente as catro operacions
elementais e os radicais, isto e, races cadradas, cubicas, etc.)
2. Hai problemas con solucion exacta co~necida pero esta non e explotable na
practica. Por exemplo, a integral
R b
a
ex
2
dx podemos pensar en calculala
utilizando a regra de Barrow. Unha primitiva do integrando e F (x) =
1X
k=0
x2k+1
(2k + 1)!k!
que, ao ser absolutamante converxente para calquera valor
de x, permite reducir o calculo da integral ao problema non trivial dunha
suma innita.
3. Hai problemas para os que a aplicacion dos metodos clasicos e irrealizable.
Isto ocorre por exemplo co metodo de Cramer: e ben co~necido que a
resolucion dun sistema linear de n ecuacions con n incognitas, con matriz
non singular, require da orde de (n + 1)!n operacions, o que, incluso cos
potentes ordenadores de hoxe en da, e impracticable. Un ordenador rapido
coma o IBM Blue Gene, que fai 70:72 1012 operacions por segundo (70:72
TFLOPS), necesitara 4000 horas para resolver un sistema de orde 20. E enton
absolutamente necesario dese~nar novos metodos.
4. Hai problemas dos que se sabe algo e, por suposto, para os que non se dispon
de solucion analitica co~necida, alguns deles moi complexos, pero de moito
interese social en resolver. As, por exemplo, o tempo meteoroloxico sobre a
supercie terrestre esta gobernado por ecuacions matematicas complicadas
que non se poden resolver analiticamente. Dado que interesa predicilo, o que
se fai e aproximar ese modelo matematico por un modelo que xa e posible
resolver, e dicir, para o que xa e posible aproximar a sua solucion.
O desenvolvemento espectacular das computadoras trouxo consigo unha
demanda crecente de metodos numericos mais potentes para resolver problemas
cada vez mais complexos que abarcan campos diferentes como fsica, qumica,
enxe~nara, ciencias da saude, tecnoloxa espacial, etc. Entre eles estan a predicion
do clima, o estudo das protenas, o desenvolvemento de tumores cancerosos, o
control de voo dunha nave espacial, etc. Todos estes problemas esixen resultados
cuantitativos que permitan tomar decisions, algunhas a moi curto prazo, o que
implica ter que dispo~ner de metodos ecientes que den resultados coa precision
desexada no menor tempo posible. Ten interese especial a simulacion numerica de
sistemas cuxa simulacion experimental non se pode levar a cabo pola perigosidade
que encerra, como ocorre cos sistemas de control das centrais nucleares.
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A pesar de que a velocidade de calculo aumentou espectacularmente nestes
ultimos anos, anda hai algoritmos que non poden ser abordados cos ordenadores
actuais. A eleccion, entre metodos xa existentes, ou a construcion dun metodo
novo apropiado para aproxima-la solucion dun problema esta intimanente ligada
aos cambios tecnoloxicos do computador. A Analise Numerica, da man do progreso
computacional, constitue por tanto unha disciplina imprescidible do co~necemento.
1.3. A nosa materia dentro desta disciplina
Ao longo da titulacion, e dentro das materias impartidas polo Departamento
de Matematica Aplicada, estudaranse alguns dos diferentes metodos que hai para
atacar diferentes tipos de problemas.
Nesta materia (Calculo numerico nunha variable) veremos alguns metodos
elementais da Analise Numerica. Concretamente:
| Metodos para resolver ecuacions numericas non lineares: tratase de calcula-
los ceros dunha funcion real de variable real.
| Metodos para resolver problemas de interpolacion polinomica: tratase de
sustitur unha funcion pouco manexable, ou da que so se co~necen alguns
valores, por outra mais sinxela e que cumpre certas condicions de coincidencia
coa primeira. Dita funcion mais sinxela utilizarase en vez da primeira para
estimar valores desta.
| Metodos de integracion e derivacion numerica: tratase de aproximar integrais
e derivadas de funcions.
Asemade, o estudo destes metodos permitiranos co~necer e familiarizarnos con
certos conceptos que se manexan continuamente nesta disciplina.
En Quarteroni e Saleri (2006) podense ver as formulacions matematicas xenericas
dos tipos de problemas que se pretenden resolver, xunto con exemplos fsicos de
interese que se modelan de tal xeito.
En materias posteriores estudanse, por exemplo, metodos para resolver
sistemas lineares, metodos para resolver sistemas non lineares, metodos para
aproxima-los autovalores e autovectores dunha matriz, metodos para aproxima-
la solucion dunha ecuacion diferencial ordinaria, etc.
Recordemos que estes metodos deben ser levados a cabo na practica,
e que calquera deles reducese nalmente a un conxunto ordenado das
diferentes operacions aritmeticas e loxicas, operacions que deberan ser realizadas
necesariamente por un ordenador.
No anteriormente exposto, aparecen tres elementos basicos:
| problema matematico que queremos resolver (e, polo tanto, elemento xo);
| metodo a utilizar (elemento variable, a escoller entre varios posibles);
| ordenador no que se van face-los calculos (elemento normalmente xo),
sendo o obxectivo nal obter unha boa aproximacion (xa veremos mais adiante o
signicado disto) da solucion do problema no menor tempo posible.
Para manexarse ben con estes elementos, e moi importante ter unha boa base
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matematica e saber utilizar algunha linguaxe de programacion que nos permita
comunicarnos co ordenador e co~necer certos aspectos que derivan do uso deste.
2. Erro absoluto e relativo
Denicion.- Se un numero real x se aproxima por outro numero real ex, chamase
erro absoluto a cantidade jx  exj.
Denicion.- Se un numero real x se aproxima por outro numero real ex, chamase
erro relativo a cantidade x  exx
 ; se x 6= 0:
Observar que o erro absoluto ten unidades, pero o erro relativo non as ten,
e adimensional. Observar tamen que, se x = 1, ambolos dous erros coinciden.
Exemplo 1.-Sexan x = 2 kg e ex = 1:9 kg. Tense,
jx  exj = 0:1, e x exx  = 0:05.
Exemplo 2.-Sexan y = 2000 g e ey = 1900 g. Tense,
jy   eyj = 100, e y eyy  = 0:05.
Exemplo 3.-Sexan z = 8000 g e ez = 7900 g. Tense,
jz   ezj = 100, e  z ezz  = 0:0125.
Nos exemplos anteriores x e y expresan o mesmo, so que en magnitudes diferentes.
O mesmo ocorre con ex e ey. Polo tanto, cometese o mesmo erro relativo ao
aproximar x por ex que ao aproximar y por ey. Non obstante, o erro absoluto que se
comete non e o mesmo.
Entre z e ez hai unha diferenza de 100 g, a mesma que entre y e ey; de feito,
os erros absolutos de ambalas duas aproximacions coinciden. Non obstante, todos
apreciamos que non e o mesmo equivocarse en 100 g nun peso de 2 kg que nun
peso de de 8 kg. Efectivamente, o erro relativo da aproximacion de z, 0:0125,
e menor que o da aproximacion de y, 0:05.
Observar que o erro absoluto non da unha idea da importancia do erro cometido
frente ao valor da magnitud medida.
Pode parecer, segundo o exposto anteriormente, que o erro absoluto nos pode levar
a engano e que o erro relativo e el informador. Non obstante, hai casos nos que a
magnitude dos numeros xoga un papel determinante e non nos podemos ar so do
erro relativo. Como exemplo ilustrativo, o mencionado en Via~no Rey (1995) do
cohete que se debe pousar na lua despois de ter percorrido os, aproximadamente,
350000 km que a separan da terra. O punto no que debe alunizar o cohete e xado
de anteman, podendose tolerar un erro absoluto dunhas decenas de metros respecto
ao punto prexado. Poderanos tranquilizar deixar cometer un erro relativo de
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350000  5:71  10 6; non obstante, en tal caso, teramos
x ex
x
 = 2jxj , con x =
350000 km; polo tanto, jx  exj = 2, e dicir, estaramos cometendo un erro absoluto
de 2 km, que pode resultar fatal para o obxectivo da viaxe por mor da existencia de
crateres, monta~nas, etc. (Engadir simplemente que, por exemplo, un erro absoluto
duns 30 m signica un erro relativo
x ex
x
 = 0:030jxj = 0:030350000  8:5710 8, e dicir,
habera que ser mais esixentes).
Noutras situacions, un erro relativo como o considerado no exemplo co cohete pode
non ter importancia: non nos imos sorprender porque nun pedido de 350000 folios
nos enven 2 folios menos.
3. Sistema de numeracion en base 10 (decimal)
O sistema de numeracion que usamos normalmente e o decimal. Neste sistema
a representacion dos numeros esta constituda por sucesions dos dez smbolos
((0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9)). Tales sucesions poden estar precedidas polos smbolos
((+)) ou (( )), para indicar se e positivo ou negativo, e poden ter o ((:)) (punto
raz), que separa a parte enteira do numero (a esquerda), da sua parte decimal
(a dereita).
O sistema decimal e un sistema posicional, e dicir, a posicion ocupada por cada
dxito ten un signicado exacto e determina a contribucion de dita cifra ao valor
numerico da sucesion. As, 26 e 62 estan construdos polas mesmas cifras pero
te~nen distintos signicados.
Cada cifra da sucesion e multiplicada por unha potencia de 10 cuxo expo~nente
esta determinado pola posicion da cifra con respecto ao punto raz. O valor 10
e a base do noso sistema de numeracion, que por esta razon se denomina sistema
posicional en base 10. Os expo~nentes da parte enteira do numero son positivos
e medran en unidades a partir do cero; os expo~nentes da parte fraccionaria son
negativos e diminuen en unidades a partir de  1. As por exemplo, 678:234 =
6  102 + 7  101 + 8  100 + 2  10 1 + 3  10 2 + 4  10 3 (678 e a parte
enteira e :234 e a parte fraccionaria).
Un exemplo de sistema non posicional constitueo a numeracion romana. Nela,
ao valor 5 correspondelle o smbolo V, mentres que ao valor 50 correspondelle o
smbolo L. Para pasar de 5 a 50 non basta cambiar a posicion do smbolo do 5
(V), senon que hai que introducir un smbolo novo (L).
A descricion feita do sistema posicional decimal suxire a posibilidade de usar un
sistema de numeracion nunha base distinta de 10. Co sistema en base 10 usanse 10
cifras para representar cada numero; en xeral, para representar un numero nunha
base b necestanse b smbolos. As, cando se considera como base un enteiro b > 10
non bastan as 10 cifras do sistema decimal, e e preciso usar smbolos novos.
As bases mais usadas, ademais da 10, son 2, 8 e 16. O sistema en base 2,
chamado binario, usa as cifras ((0; 1)). O sistema en base 8, sistema octal, usa
as cifras ((0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7)). O sistema en base 16, sistema hexadecimal, usa
((0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; A;B;C;D;E; F )).
Cada sistema de numeracion ten a sua aritmetica e as suas regras de uso.
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En computacion cientca utilzase normalmente a base 2. Cada un dos caracteres
((0)) e ((1)), chamadas cifras binarias ou bits (do ingles binary digits) e representado
sicamente no ordenador por un dos dous posibles estados dos compo~nentes1 de
do ordenador.
O ordenador recibe normalmente a informacion en sistema decimal, que
e transformada en binario por un programa interno. Posteriormente, efectua as
operacions pertinentes, pasa o resultado a decimal e informa ao usuario dese
resultado. As, en principio, o usuario non tera por que co~necer necesariamente
a representacion dos datos na maquina. Non obstante, para a solucion de moitos
problemas e conveniente que o usuario co~neza o sistema binario e os principios
fundamentais da aritmetica dun ordenador, anda que nunca vaia contar en
aritmetica binaria. Isto sera o que trataremos de facer a continuacion, pero, para
facilitar a sua comprension, referiremonos inicialmente a representacion decimal.
3.1. Representacion decimal normalizada (ou representacion de numeros
en base 10 en punto otante)
Todo numero real x podese escribir en forma decimal
x = (aqaq 1 : : : a1a0:b1b2 : : : bp : : :) = aq  10q + aq 1  10q 1 + : : : + a1 
101 + a0  100 + b1  10 1 + b2  10 2 + : : :+ bp  10 p + : : :
As, por exemplo,
456:123 = 4 102 + 5 101 + 6 100 + 1 10 1 + 2 10 2 + 3 10 3:
A parte do numero a esquerda do punto (punto decimal) dise parte enteira,
e as suas cifras dinse cifras da parte enteira. A parte do numero a dereita do punto
dise parte decimal, e as suas cifras dinse cifras da parte decimal ou cifras decimais.
Chamanse cifras signicativas as cifras que estan a partir da primeira distinta de
cero; as, por exemplo, no numero anterior 456:123 todalas cifras son signicativas;
en cambio, as cifras signicativas de 0:00567 son so 567.
Multiplicando pola potencia de 10 adecuada, deducese que todo numero real
admite unha expresion da forma
x = (0:d1d2 : : : dpdp+1 : : :) 10n = (
P1
k=1 dk  10 k) 10n,
onde os dxitos dk cumpren: 1  d1  9 e 0  di  9; i = 2; 3; 4 : : :
(Basta axustar o expo~nente n para que o punto decimal se situe antes da
primeira cifra decimal non nula.)
1Dispositivos de rexistro magnetico e electronico. Cada un destes dispositivos so pode estar
magnetizado nun sentido, o que representa o ((0)), ou o que representa o ((1)).
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Esta forma chamase expresion decimal normalizada, expresion decimal
en punto otante2 (ou tamen expresion decimal en coma otante) ou notacion
cientca normalizada.
O numero real R = 0:d1d2 : : : dk : : : = d1  10 1 + d2  10 2 + : : :+ dk 
10 k + : : : cumpre 110  R  1, e chamase mantisa do numero. A potencia n
chamase expo~nente.
Por convenio, o cero representase da forma +0:00 : : : 0 100.
As, por exemplo, 456:123 = +0:456123 103, e 0:00567 = +0:567 10 2:
Baseados nos conceptos de erro absoluto e erro relativo, respectivamente,
defnense a continuacion dous conceptos importantes relacionados coa
aproximacion de numeros.
3.2. Aproximacion con s cifras decimais exactas
Denicion.- Un numero real ex dise unha aproximacion de x con s cifras
decimais exactas (ou que x e ex coinciden en s cifras decimais) se s e o maior
enteiro non negativo tal que
jx  exj  12  10 s (= 0:5 10 s = 5 10 (s+1) = 5 10 s 1),
ou, de forma equivalente, se 0:5 10 (s+1)  jx  exj  0:5 10 s:
Exemplo1.- 1:27450 e 1:27431 coinciden en 3 cifras decimais (o que coincide
coa idea usual de coincidencia): j1:27450  1:27431j = 0:00019  0:0005 =
0:510 3. (Ollo!, notar que, efectivamente, s = 3 e o maior numero enteiro
que cumpre o requirido pola denicion; de feito, 0:5  10 4 = 0:00005 
0:00019).
Exemplo2.- 1:27431 e 1:27382 coinciden tamen en 3 cifras decimais:
j1:27431  1:27382j = 0:00049  0:0005 = 0:5 10 3.
Exemplo3.- 127:431 e 127:382 coinciden en 1 cifras decimal:
j127:431  127:382j = 0:049  0:05 = 0:5 10 1.
Observar como 1:27431 e 1:27382 parecen estar mais proximos que
127:431 = 1:27431  102 e 127:382 = 1:27382  102. Isto e debido ao concepto
de erro absoluto no que esta baseado o criterio de aproximacion de coincidencia
en cifras decimais, e no que a magnitude dos numeros inue. O criterio de
aproximacion que denimos a continuacion, baseado no concepto de erro relativo,
corrixira este efecto.
2Chamase as porque a posicion do punto decimal non e xa
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3.3. Aproximacion con s cifras signicativas exactas
Denicion.- Un numero real ex dise unha aproximacion de x con s cifras
signicativas exactas (ou que x e ex coinciden en s cifras signicativas) se s
e o maior enteiro non negativo tal quex ex
x
  12  10 (s 1)(= 0:5 10 (s 1) = 5 10 s),
ou, de forma equivalente, se 0:5 10 s  x exx   0:5 10 (s 1)
Exemplo
1:27450 e 1:27431 coinciden en 4 cifras signicativas (o que coincide coa
idea usual de coincidencia):
 1:27450 1:27431
1:27450
 = 0:000149 : : :  0:0005 =
5 10 4. (Ollo!, debemos ter en conta que, efectivamente, s = 4 e o maior
numero enteiro que cumpre o requirido pola denicion; de feito, 0:00005 =
5 10 5  0:000149 : : :)
1:27431 e 1:27382 coinciden tamen en 4 cifras signicativas: 1:27431 1:27382
1:27431
 = 0:000384 : : :  5 10 4.
127:431 e 127:382 coinciden en 4 cifras signicativas:
127:431 127:382
127:431
 =
0:000384 : : :  5 10 4.
0:00127431 e 0:00127382 coinciden en 4 cifras signicativas.
Observar como con este critero, 1:27431 e 1:27382 estan igual de proximos
que 127:431 = 1:27431102 e 127:382 = 1:27382102, e tamen igual de proximos
que 0:00127431 e 0:00127382.
Nota.- Dacordo coas denicions anteriores, falarase da coincidencia en
polo menos s cifras decimais ou en polo menos s cifras signicativas,
respectivamente, cando s e un numero enteiro (non ten por que ser o maior) para
o que se cumpre a desigualdade indicada na denicion correspondente. As, por
exemplo, os numeros que coinciden con 124:26 en polo menos 4 cifras signicativas
son os x que cumpren
 1:27450 x
1:27450
  5  10 4. Non obstante, e dacordo coa
denicion, os numeros que coinciden con 124:26 en 4 cifras signicativas son os x
que cumpren 5 10 5  1:27450 x1:27450   5 10 4.
Dado que para facer calculos non se poden manexar innitas ou demasiadas
cifras, e absolutamente necesario traballar con aproximacions de numeros. As duas
maneiras clasicas de aproximacion son as denidas a continuacion.
3.4. Aproximacion por redondeo
Dado x = (0:d1d2 : : : dkdk+1 : : :)10n en forma decimal en punto otante,
o numero x que aproxima a x por redondeo a p cifras decimais defnese tendo
en conta o valor do dxito p+ 1 como segue:
x  xx
 =  (0:d1d2 : : : dp) 10n se 0  dp+1  4;(0:d1d2 : : : dp + 10 p) 10n se 5  dp+1  9:
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Exemplo.- Redondeo a 4 cifras:
x =  0:432713 e aproximado por x =  0:4327.
x = 0:99995 e aproximado por x = 0:1101 = 1. (Observar que 0:99995+
0:0001 = 1:00005:)
 = 0:31415926 : : :  101 e aproximado por  = 0:3142  101. (Observar
que 0:31415926 : : :+ 0:0001 = 0:31425926 : : :)
3.5. Aproximacion por truncamento
Dado x = (0:d1d2 : : : dkdk+1 : : :)10n en forma decimal en punto otante,
o numero bx que aproxima a x por truncamento a p cifras decimais, defnese
como o numero que resulta simplemente de descartar en x todolos dxitos ocupando
as posicions maiores que p, e dicir,
bx = (0:d1d2 : : : dp) 10n:
Exemplo.- Truncamento a 4 cifras:
x =  0:432713 e aproximado por bx =  0:4327.
x = 0:99995 e aproximado por bx = 0:9999.
 = 0:31415926 : : : 101 e aproximado por b = 0:3141 101.
3.6. Acotacion do erro de redondeo e truncamento
Sendo ex o numero que aproxima a x = (0:d1d2 : : : dkdk+1 : : :)  10n por
redondeo ou por truncamento a p cifras decimais, podese demostrar que se cumpren
as seguintes acotacions (ver detalles en, por exemplo, Via~no Rey (1995)):
i)
jx  exj   (0:5 10 p) 10n = 0:5 10n p se se aproxima por redondeo;
10 p  10n = 10n p se se aproxima por truncamento:
ii) x  exx
   5 10 p = 0:5 101 p se se aproxima por redondeo;101 p se se aproxima por truncamento:
4. Sistema de numeracion en base 2 (binario)
A representacion dos numeros en base 2 introducese comodamente
comparandoa coa base 10.
En primeiro lugar, podese probar que todo numero real x se pode escribir en
forma binaria:
x = (aqaq 1 : : : a1a0:b1b2 : : : bp : : :) = aq  2q + aq 1  2q 1 + : : :+ a1  21 +
a0  20 + b1  2 1 + b2  2 2 + : : :+ bp  2 p + : : :
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As, por exemplo, o numero real 14:75 (expresado en base 10), en base 2 ten
a seguinte expresion:
1110:11(2) = 1 23 + 1 22 + 1 21 + 0 20 + 1 2 1 + 1 2 2:
A proba disto, e dicir, como pasar de base 10 a base 2, podese ver con detalle,
por exemplo, en Via~no Rey (1995).
4.1. Representacion binaria normalizada (ou representacion de numeros
en base 2 en punto otante)
Se na expresion en forma binaria dun numero x dada anteriormente, se
multiplica pola potencia de 2 adecuada, deducese que todo numero real admite
unha expresion normalizada
x = (0:d1d2 : : : dpdp+1 : : :) 2n = (
P1
k=1 dk2
 k)2n,
onde os dxitos dk cumpren: d1 = 1 e 0  di  1; i = 2; 3; 4 : : :
Esta forma chamase tamen expresion binaria en punto otante.
As, por exemplo, 14:75(10) ten a seguinte expresion normalizada en binario:
(0:111011) 24. En efecto,
1110:11(2) = 1  23 + 1  22 + 6  21 + 0  20 + 1  2 1 + 1  2 2 =
(12 1+12 2+12 3+02 4+12 5+12 6)24 = (0:111011)24:
No sistema decimal dispo~nemos de dez dxitos para expresar un numero; no
binario so de dous. Cantos menos dxitos te~na o sistema, mais posicions se necesitan
para expresar un mesmo numero. As, 14:75(10) ocupa catro posicions (sen contar
o signo e o punto), e 1110:11(2) ocupa seis. Notar tamen que hai numeros que no
sistema decimal constan dunha cantidade nita de dxitos e en binaro constan de
innitos dxitos; as, por exemplo, 0:1(10) = (0:00011)(2).
4.2. Representacion dos numeros nun ordenador
O sistema de numeracion natural que utilizan os ordenadores e o binario. Nun
ordenador, os bits (0 ou 1) agrupanse en grupos de 8 bits, que se denominan bytes.
A sua vez, os bytes agrupanse en palabras. Actualmente, os ordenadores utilizan en
xeral palabras de 32 ou 64 bits (4 ou 8 bytes). Chamase lonxitude dunha palabra
a cantidade de bits que a conforman.
En xeral, un ordenador tpico dedica 32 posicions para gardar un numero, podendo
ser dita cantidade ampliable a 64.
A maneira en que se usan os bits para rexistrar os numeros enteiros e os
fraccionarios varan en funcion do dese~no do ordenador.
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Para representar os numeros enteiros, utilzase normalmente unha palabra de
32 bits, un bit para o signo, e os trinta e un restantes para o valor do numero. Isto
signica que non podemos gardar os innitos numeros enteiros que hai.
Recordar a forma binaria normalizada de expresion dos numeros reais
x = (0:d1d2 : : : dpdp+1 : : :) 2n = (
1X
k=1
dk  2 k) 2n:
E claro que tampouco se van poder gardar todos no ordenador. Hai que limitar a
cantidade de dxitos a un numero nito p (p  1) e tamen hai que limitar os valores
que pode tomar o expo~nente n. Pois ben, chamase sistema de punto otante
F (2; p;m;M) ao conxunto nito de numeros da forma
(0:d1 : : : dp) 2n, d1 = 1; 0  di  1; i = 2; : : : p, m  n M;
mais o numero cero (que por convenio considerase (0:0 : : : 0) 20:)
O sistema cambiara ao cambiar calquera dos valores de p, m e M:
Un sistema desta forma e o que esta gardado no ordenador, e o seu conxunto
nito de numeros, chamados numeros maquina, serve para aproximar ao conxunto
dos numeros reais.
Denotaremos por Fl(x) ao numero maquina F (2; p;m;M) que se utiliza para
aproximar x. Anda que os ordenadores utilizan formas moi variadas para elixir
tal Fl(x), describiremos so as clasicas: redondeo e truncamento.
Aproximacion por redondeo.- Consiste en tomar como aproximacion de x =
(0:d1d2 : : : dkdk+1 : : :) 2n o numero Fl(x) dado por:
Fl(x) =
 (0:d1d2 : : : dp) 2n se dp+1 = 0;
(0:d1d2 : : : dp + 2 p) 2n se dp+1 = 1:
Aproximacion por truncamento.- Dado x = (0:d1d2 : : : dkdk+1 : : :)  2n, o
numero maquina F (2; p;m;M) que aproxima a x por truncamento, defnese como
o numero que resulta simplemente de descartar en x todolos dxitos ocupando as
posicions maiores que p, e dicir,
Fl(x) = (0:d1d2 : : : dp) 2n:
Estas aproximacions podense ver con mais detalle en Via~no Rey (1995).
O ordenador que utilizaremos nas practicas permtenos traballar co sistema
F(2;53; 1022;1025). A continuacion expo~nemos unha serie de detalles e
conceptos que e preciso co~necer ao respecto.
1. O maior numero enteiro representado e o numero maior que en binario, xunto
co seu signo, ocupa 32 posicions
+1111111111111111111111111111111(2);
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e dicir, e o numero3 1 230+1 229+ : : :+1 21+1 20 = 1+2+22+
: : :+230 = 231  1 = 2147483647. Na maquina, dado que ao signo positivo
se lle asocia o 0, este numero gardase da forma
1 bit (signo) 31 bits
0 1111111111111111111111111111111
(O cero ocupando o bit 32, e logo 31 uns).
O cero enteiro gardase na maquina en 32 posicions
1 bit (signo) 31 bits
0 000000000000000000000000000000
O enteiro menor representado e  231 (sera o  (231   1), pero, grazas a
certas tecnicas de almacenaxe, o que en principio se tomara como  0 pasa
a ser o  231).
2. Os numeros reais do sistema de punto otante F (2; 53; 1022; 1025) son os
numeros da forma:
(0:d1 : : : d53) 2n, d1 = 1; 0  di  1; i = 2; : : : 53,  1022  n  1025;
mais o numero cero (que por convenio e (0:0 : : : 0) 20).
Recordar que esta forma de punto otante, na que aparecen os dxitos a
partir do primeiro distinto de cero, chamase forma normalizada.
Estes numeros constituen o conxunto nito de numeros que manexa a
maquina establecida cando se traballa con 53 dxitos signicativos (dobre
precision). Cara a sua representacion na maquina segundo a norma
estandar IEEE, expresanse da forma:
(1:t1 : : : t52) 2exp, 0  ti  1; i = 1; : : : 52,  1023  exp  1024
mais o numero cero.
(t1 : : : t52 son os dxitos da parte fraccionaria da mantisa. O bit principal e o
1).
52 dxitos da mantisa mais o dxito 1 son en total p=53, que e a precision
da maquina. Recordar que tanto este valor como os expo~nentes extremos
 1023 e 1024 poden variar dependendo da maquina.
3. Hai un total de 264 + 1  1:8  1019 numeros maquina4: 252  4:5  1015
mantisas diferentes; 1024 ( 1023)+1 = 2048 = 211 expo~nentes diferentes;
dous signos e o numero cero.
3Recordar que a suma dos n primeiros termos a1; a2; : : : an dunha serie xeometrica de razon
r 6= 1 e anr a1
r 1 :
4Variacions con repeticion de m elementos tomados de n en n: VRnm = m
n:
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4. Cada un destes numeros almacenase na maquina nun agrupamento de 64
bits. Os bits numeranse do 1 ao 64. O bit 64 utilzase para recoller o
signo (0 positivo, 1 negativo). O numero 1 da parte enteira non e necesario
almacenalo; e de feito o primeiro dxito signicativo, que forzosamente vale
1. Os restantes 63 bits repartense entre o expo~nente (11 bits) e a parte
fraccionaria da mantisa (52 bits).
(1:t1 : : : t52)  2exp expresase da forma (1:t1 : : : t52)  2e c tomando
e = exp + c, e sendo c un numero de desprazamento que se utiliza para
evitar empregar un bit para gardar o signo do expo~nente. Ao numero e
chamaselle expo~nente desprazado, expo~nente escalado ou expo~nente
almacenado, porque e o que realmente se almacena na maquina.
Con 11 dxitos binarios podese contar ata 2047 ((11111111111)(2) = 1210+
129+ : : :+121+120 = 1+2+22+ : : :+210 = 211 1 = 2047), polo
que este sera o valor maximo do expo~nente almacenado. Tomando c = 1023,
mentres o expo~nente exp vara entre  1023 e 1024, o expo~nente almacenado
vara entre 0 e 2047.
Signo Expo~nente escalado Dxitos d1 : : : d52 da mantisa
(1 bit) (11 bits) (52 bits)
As, por exemplo, o numero  18:625(10) = 1110110:101(2) =
( 1:110110101)  26 almacenase como segue (debemos ter en conta que
o expo~nente escalado neste caso e 6 + 1023 = 1029 = 10000000101(2))
Signo Expo~nente escalado Dxitos d1 : : : d52 da mantisa
(1 bit) (11 bits) (52 bits)
1 10000000101 110110101000000000000000 . . . 0
Os expo~nentes escalados extremos e=0 e e=2047 (que ve~nen dos
expo~nentes extremos  1023 e 1024) utilzanse para representar valores
especiais, que son:
| O valor 0, que non se pode representar directamente debido
a suposicion de que o primeiro dxito da mantisa e 1. O cero representase
con todolos bits do expo~nente escalado e da parte fraccionaria da
mantisa nulos (e dicir, e=0 e t1 : : : t52 todos cero). Hai un +0 e un
 0, dependendo de que o bit do signo sexa 1 ou 0, anda que ambos
valores son equivalentes.
| O infty, tamen chamado overow e denotado polos smbolos Innity,
infty ou inf. Representase con todolos bits do expo~nente escalado a 1
e todolos da mantisa nulos (e dicir, e=2047 e t1 : : : t52 todos cero).
Dependendo do bit do signo, distnguense entre Innity e -Innity. Estes
numeros especiais serven para denir o resultado dunha operacion que
e maior en valor absoluto que calquera numero representable.
| O valor Not a number, denotado polo smbolo Nan. Serve para
etiquetar os resultados de operacions ilegais (races cadradas de numeros
negativos, arcosenos con argumento superior a unidade, 00 ;+1  
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1; 11 ; : : :). Representase con todolos bits do expo~nente escalado a
1 (e=2047) e valores non nulos dos bits da mantisa, que se utilizan
para denir varias clases de NaN (clasicados nas categoras de QNaN
para operacions indeterminadas e SNaN para operacions non validas).
| Numeros non normalizados: se todolos bits do expo~nente escalado son
nulos (e=0) pero os da mantisa non son todos nulos, suponse que o bit
principal non e 1 como no caso ordinario, e chamanse a estes numeros
numeros non normalizados. Os numeros non normalizados representan
valores de (0:t1 : : : t52)  2 1022. Debemos ter en conta que tales
numeros non te~nen efectivamente a mantisa normalizada. Son polo
tanto numeros mais pequenos en valor absoluto que calquera numero
normalizado representable, e utilzanse para representar underows.
Podese pensar neles como un tipo de cero.
A taboa seguinte resume o anterior.
Cando o programa produce como resultado dun calculo un numero que
non pode representar porque o resultado non esta denido ou porque a
operacion e ilegal, asigna ao resultado un dos valores especiais anteriores,
dando mensaxes como NaN, overow ou underow, e seguidamente da un
erro de execucion, que pode rematar, dependendo da gravidade do erro e
do compilador, nun aborto da execucion do programa. Os resultados de
operacions con valores especiais dependen do compilador. Hai compiladores
que po~nen a disposicion do usuario opcions de tratamento destes valores
especiais.
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exp exp exp Valor numerico
escalado escalado en binario que representa
(e)
 1023 0 (00000000000)(2) 0 se ti = 0; 8i = 1 : : : 52  Cero
0 (00000000000)(2) (0:t1 : : : t52)(2)  2 1022 Numeros non
se 9i; ti 6= 0 normalizados
 1022 1 (00000000001)(2) (1:t1 : : : t52)(2)  2 1022
 1021 2 (00000000010)(2) (1:t1 : : : t52)(2)  2 1021
...
...
...
... Numeros normais
0 1023 (01111111111)(2) (1:t1 : : : t52)(2)  20
1 1024 (10000000000)(2) (1:t1 : : : t52)(2)  21
...
...
...
...
1023 2046 (11111111110)(2) (1:t1 : : : t52)(2)  21023
1024 2047 (11111111111)(2) 1 se ti = 0; 8i = 1 : : : 52  Innity
1024 2047 (11111111111)(2) NaN se 9i; ti 6= 0 Not a number
5. Os numeros normais maquina son os numeros:
(1:t1 : : : t52)2exp, 0  ti  1; i = 1; : : : 52,  1022  exp  1023;
ou se se quere, os numeros:
(0:1t2 : : : t52)2exp, 0  ti  1; i = 1; : : : 52,  1021  exp  1024:
Hai en total 53 dxitos signicativos.
O maior numero maquina positivo e
(1:1 : : : 1) 21023 = (0:1 : : : 1) 21024  1:79 10308:
O menor numero maquina positivo e
(1:0 : : : 0) 2 1022 = (0:1 : : : 0) 2 1021  2  22 10 308:
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O menor e o maior numero maquina negativos son, respectivamente, os
negativos dos anteriores maior e menor positivos.
Todos estes datos sinalados en ((negrita)) relativos aos numeros normais son,
como xa dixemos, caractersticos de cada ordenador; e e a informacion que o
ordenador proporciona se se lle pregunta acerca do sistema co que traballa.
Nas linguaxes de programacion existen funcions intrnsecas para isto (ver nos
((Anexos)) o apartado ((Datos do sistema punto otante do ordenador))).
6. Para facerse unha idea de como son os numeros maquina do intervalo
[2j ; 2j+1), j 2 [ 1022; 1023], tomaremos por exemplo so 3 bits na parte
fraccionaria (en vez de 52) e escribiremolos de menor a maior:
(1:000) 2j = 2j ,
(1:001) 2j = (1 + 2 3) 2j ,
(1:010) 2j = (1 + 2 2) 2j ,
(1:011) 2j = (1 + 2 2 + 2 3) 2j ,
(1:100) 2j = (1 + 2 1) 2j ,
(1:101) 2j = (1 + 2 1 + 2 3) 2j ,
(1:110) 2j = (1 + 2 1 + 2 2) 2j ,
(1:111) 2j = (1 + 2 1 + 2 2 + 2 3) 2j ,
Hai 23 = 8 numeros, que son as posibilidades que hai de construr con
dous dxitos numeros diferentes que ocupen tres posicions (variacions con
repeticion de dous elementos tomados de tres en tres).
Observar que cada un destes numeros construese sumandolle ao
inmediatamente anterior 2 32j (e dicir, 2j 3). As, por exemplo, (1:001)
2j + 2 3  2j = (1 + 2 3)  2j + 2 3  2j = (1 + 2 3 + 2 3)  2j =
(1 + 2 2 3) 2j = (1 + 2 2) 2j = (1:010) 2j .
Polo tanto, xado o expo~nente j, os numeros consecutivos construense
sumandolle 2 3 a mantisa inmediatamente anterior.
7. Hai un total de 252  4:51015 numeros maquina en cada un dos intervalos
[2j ; 2j+1) e ( 2j+1; 2j ] para todo enteiro j 2 [ 1022; 1023].
8. A distancia entre dous numeros maquina consecutivos depende da diferenza
entre os valores consecutivos da mantisa (2 52 nesta maquina) e do
expo~nente. A distancia entre dous numeros maquina consecutivos do
intervalo [2j ; 2j+1] (ou do intervalo [ 2j+1; 2j ]) e 2j 52 (ou o que e o
mesmo, 2
j
252 ).
En xeral, os numeros maquina non estan igualmente espazados, pero si o
estan en cada un dos intervalos [2j ; 2j+1].
Notar, por exemplo, que os numeros maquina do intervalo [20; 21] = [1; 2] e
do intervalo [ 2; 1] estan igualmente espazados a unha distancia 2 52.
Dado que a lonxitude do intervalo [2j ; 2j+1] aumenta a medida que j medra,
canto mais grandes sexan os numeros maquina, mais espazados estaran uns
dos outros.
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9. Dacordo con todo o anterior acerca da distribucion dos nuneros maquina,
podemos dicir, por exemplo:
a) No intervalo [0; 2 1022) hai un so numero maquina, o cero; non
obstante, no intervalo [2 1022; 2 1021), contiguo ao anterior e da
mesma amplitude (2 1021   2 1022 = 2 1021  (1  2 1) = 2 1021 
(1  12 ) = 2 1021  ( 12 ) = 2 1022), hai 252  4:5 1015:
b) No intervalo [21024;1) non hai ningun numero maquina.
c) Hai tantos numeros maquina no intervalo [21023; 21024), que e un
intervalo de amplitude moi grande (21023  8:99  10307), coma no
intervalo [2 1022; 2 1021), de amplitude moi pequena.
d) A distancia entre dous numeros maquina consecutivos do intervalo
[21023; 21024) e 21023 52 = 2971  1:9910292, mentres que a distancia
entre dous numeros maquina consecutivos do intervalo [2 1022; 2 1021)
e 2 1022 52 = 2 1074  4:94 10 324:
e) Hai practicamente tantos numeros maquina normais no intervalo (0; 1)
coma no intervalo [1;1): no intervalo (0; 1) estan os subintervalos
[2 1022; 2 1021); : : : ; [2 1; 20); en total 1022 subintervalos, cada un
deles con 252 numeros. No intervalo [1;1) estan os subintervalos
[20; 21); : : : ; [21023; 21024); en total 1024 subintervalos, cada un deles
con 252 numeros.
NOTA.- Cando a maquina traballa en simple precision, manexa os numeros
do sistema punto otante F (2; 24; 126; 129). Neste caso a maquina garda
os numeros en agrupamentos de 32 bits (8 para o expo~nente en exceso, e 23
para os dxitos da parte fraccionaria da mantisa). Neste caso a precision da
maquina e 24. Todo e analogo ao visto en dobre precision tomando agora: a
constante de escalado c = 127 e  127  exp  128:
Os unicos numeros que estan representados de maneira exacta na maquina
son os que aparecen na taboa do apartado anterior como numeros normais
(mais o cero). Calquera outro numero real e aproximado por un dos da
maquina.
10. Denomnase epsilon da maquina ao numero maquina positivo mais pequeno
tal que 1 + epsilon > 1 na maquina. Na maquina establecida, e en dobre
precision, ten o valor epsilon= 21 p = 21 53 = 2 52  2:22 10 16.
Notar enton que a distancia entre o numero 1 (que e un nunero maquina) e
o seguinte numero maquina e xustamente epsilon.
Recapacitemos na distancia relativa entre dous numeros maquina
consecutivos da nosa maquina modelo. Pensemos nos numeros maquina dun
intervalo [2j ; 2j+1], j 2 [ 1022; 1023] xado. Dous numeros consecutivos
calquera deste intervalo distan 2j 52, sendo os numeros maquina deste
intervalo ordenados de menor a maior:
(1:0 : : : 0)(2)2j = 2j , . . . , (1:1 : : : 1)(2)2j = (1+2 1+ : : :+2 52)2j ,
(1:0 : : : 0)(2)  2j+1 = 2j+1.
UNIDADE DIDACTICA I. INTRODUCION A ANALISE NUMERICA.
ERROS NO CALCULO NUMERICO - 25
Se calculamos o erro relativo entre cada dous consecutivos resultara:
2j 52
2j
= 2 52; : : : : : : : : : ;
2j 52
(1 + 2 1 + : : :+ 2 52) 2j 
Observar que no numerador aparece sempre a mesma cantidade (que e a
distancia entre ambolos dous), e o denominador cada vez e un pouco maior
pero, en calquera caso nunca supera a 2j+1, caso no que o cociente vale
2j 52
2j+1 = 2
 53. Non se pode esixir enton, entre dous numeros maquina, un
erro relativo igual ou inferior a 2 53; o erro relativo mais pequeno que se pode
lograr expresado na forma 2j e 2 52. Pois ben, o valor 2 52 e o epsilon.
Notar que, efectivamente, o epsilon da maquina caracteriza a precision
desta: canto menor sexa o epsilon, maior cantidade de numeros estaran
representados na maquina.
Como xa dixemos, cando un numero real x non e un numero maquina,
e aproximado por un dos da maquina, que denotamos como Fl(x).
Demostrase que:x  Fl(x)x
   21 p se se aproxima por truncamento;21 p
2 se se aproxima por redondeo:
E dicir, o erro relativo maximo que se comete cando se aproxima un numero
real por un da maquina e epsilon se a aproximacion se fai por truncamento
e epsilon2 se a aproximacion se fai por redondeo. Na maquina establecida,
epsilon
2 =
2 52
2 = 2
 53:
Cando se fai calquera operacion elemental  (smbolo que representara a
+; ;;) entre dous numeros maquina x e y, o resultado x  y calculase
utilizando as 2p cifras signicativas que poden achegar ambolos dous
numeros (os ordenadores dispo~nen de medios para isto) e, a continuacion,
normalzase (e dicir, aproxmase por un numero maquina Fl(xy)). Pois ben,
demostrase tamen que:
x  y   Fl(x  y)x  y
   21 p se se aproxima por truncamento;21 p
2 se se aproxima por redondeo:
E dicir, tamen o erro relativo maximo que se comete cando se fai unha
operacion elemental en punto otante e epsilon se a aproximacion se fai por
truncamento e epsilon2 se a aproximacion se fai por redondeo.
O valor u = epsilon2 denomnase unidade de redondeo. Aparece en todalas
analises de erros que se producen cando se realizan calculos en formato de
representacion otante con aritmetica de redondeo.
26- UNIDADE DIDACTICA I. INTRODUCION A ANALISE NUMERICA.
ERROS NO CALCULO NUMERICO
Recordar que, en base 10, dise que ~x aproxima a x en s cifras signicativas
exactas (ou que x e ~x coinciden nas s primeiras cifras signicativas) se s
e o maior enteiro non negativo tal que jx ~xjjxj  5  10 s. Dado que o erro
relativo nos indica o numero de dxitos signicativos nos que coinciden os
numeros implicados, o valor de epsilon = 2 52  2:22  10 16 signica
que nesta maquina gardanse de forma exacta todolos numeros con 15 cifras
signicativas e tamen a maior parte dos numeros con 16 cifras signicativas.
En resumo, non se pode esixir, nesta maquina, que un numero en
base 10 aproxime a outro en mais de 16 cifras signicativas. E por isto
que nos test de parada que faremos na programacion dos nosos algoritmos
(tecnica que veremos mais adiante), non debemos esixir un erro relativo entre
dous iterantes consecutivos menor que o epsilon da maquina.
4.3. Erros comuns ao traballar con numeros en punto otante
Chamase erro local de redondeo ao erro que se comete cando se aproxima
un numero x por un dos da maquina (numero punto otante Fl(x)). As, por
exemplo, o numero  debe ser aproximado necesariamente, xa que non e un numero
maquina.
Nas operacions basicas realizadas no ordenador (operacions no sistema punto
otante) producense tamen normalmente erros.
Todolos procesadores estan dese~nados para cometer un erro maximo igual
a unidade de redondeo ao aproximar un numero por un numero punto otante, e
tamen ao realizar calquera das operacions elementais (suma, resta, multiplicacion
e division), tal como xa indicamos na seccion anterior. Isto ultimo signica que o
ordenador calcula unha operacion elemental de maneira tal que o resultado que se
obten ten correctos o maximo numero p de dxitos representable.
En Via~no Rey (1995) podese ver con detalle a analise dos erros producidos nos
calculos ocasionados polas operacions realizadas en aritmetica punto otante.
Aqu mostraremos simplemente alguns exemplos onde se opera con dita aritmetica,
e onde aparecen erros comuns que se suelen cometer como consecuencia das
propiedades dela. Remataremos este apartado con alguns consellos a seguir para
tratar de evitar estes erros.
Para a comprension dos exemplos, requrese saber que: para sumar (restar)
numeros otantes igualanse os expo~nentes, sumanse (restanse) as mantisas e logo
normalzase o resultado. Para multiplicar (dividir) numeros otantes, multiplcanse
(divdense) as mantisas, sumanse (restanse) os expo~nentes e logo normalzase o
resultado. Nestes exemplos traballaremos en base 10, xa que e a aritmetica coa
que nos sabemos traballar. Nos ((Anexos)) mostraremos resultados de exercicios
propostos nas actividades practicas da unidade, realizados no ordenador e, polo
tanto, procedentes de calculos feitos en base 2.
| Exemplo 1
Sexa x = 0:235 = 0:235 100 e y = 0:00123 = 0:123 10 2. Tense
Fl(x+y) = Fl(0:235100+0:00123100) = 0:236100 6= 0:23623 = x+y:
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Como se pode observar, o resultado operando en aritmetica nita con p = 3
dxitos signicativos e 0:236  100; o exacto e 0:23623. Producese as no
resultado un erro absoluto de 0:00023, que corresponde a un erro relativo de
9:7 10 4, que indica que todolos dxitos do resultado son exactos (e dicir,
son os que te~nen que ser dacordo coa aritmetica coa que se traballa).
| Exemplo 2
Sexa x = 1867 = 0:1867 104 e y = 0:32 = 0:3200 100. Tense
Fl(x+y) = Fl(0:1867104+0:000032104) = 0:1867104 6= 1867:32 = x+y
Traballase agora con aritmetica nita con p = 4 dxitos signicativos. Como
no caso anterior, tamen hai erro no resultado da suma.
Como ilustran os dous exemplos anteriores, anda que non haxa erro na
representacion otante dos operandos (x = Fl(x) e y = Fl(y)), case sempre hai
erro no resultado da sua suma (Fl(x+ y) 6= x+ y).
Observar que, no segundo exemplo, o numero mais pequeno non se tivo en
conta. Non obstante, o erro relativo cometido no resultado e 1:7  10 4, o que
indica que todolos dxitos do resultado son exactos; tan exactos como os operandos.
| Exemplo 3
Tomaremos agora dous numeros proximos entre si e consideraremos a sua
resta.
Sexan os numeros de 6 dxitos x = 0:467546 e y = 0:462301.
Representemolos so con 4 dxitos, e dicir, Fl(x) = 0:4675 e Fl(y) = 0:4623.
Ao ser restados, tense Fl(x  y) = 0:0052 6= x  y = 0:005245.
Observar que o resultado obtido, 0:0052, e o exacto para a resta dos numeros
otantes de 4 dxitos de precision, pero non e o exacto para a resta dos
numeros orixinais (0:005245). De feito, o resultado perdeu dxitos, so ten dous
dxitos de precision, cando os operandos ti~nan catro. Este fenomeno de perda
de dxitos de precision denomnase cancelacion ou diferenza cancelativa, e
pode resultar perigosa (cancelacion catastroca ou cancelacion excesiva)
se o resultado da resta e utilizado noutras operacions, pois para elas un dos
operandos ten so dous dxitos de precision.
| Exemplo 4 (Cancelacion catastroca)
Sexan os numeros de 6 dxitos x = 0:732112 e y = 0:732110.
Representemolos so con 5 dxitos, e dicir, Fl(x) = 0:73211 e Fl(y) =
0:73211. Ao ser restados, tense Fl(x   y) = 0 6= x   y = 0:000002 =
0:2 10 5.
Observar que neste caso perderonse todolos dxitos signicativos no
resultado; non obstante, este e o valor exacto da resta dos numeros
otantes. Utilicemos agora este resultado nunha operacion posterior, como
Fl(Fl(x   y)  Fl(y)) = 0 6= (x   y)y = 0:14642 : : :  10 5. Observar
que o resultado e completamente inexacto. Todolos dxitos son incorrectos,
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produciuse unha cancelacion catastroca.
| Exemplo 5
Sexa x = 1867 = 0:1867 104 e y = 0:201 = 0:201 100. Tense
Fl(xy) = Fl((0:1867  104)  (0:2010  100)) = Fl(0:0375267  104) =
0:3753 103 6= 375:267 = xy, e
Fl(x=y) = Fl(0:1867  104=0:2010  100) = Fl(0:928855 : : :  104) =
0:9289 104 6= 9288:55721393034 : : : = x=y.
En resumo, case sempre se cometen erros cando se representa un numero
no ordenador e cando se realizan operacions aritmeticas nel (e dicir, Fl(x) 6= x,
Fl(x y) 6= x y, Fl(xy) 6= xy, Fl(x=y) 6= x=y). Anda sendo o resultado exacto
na aritmetica na que o ordenador traballe, podense perder dxitos signicativos
(como e no caso da cancelacion), o que constitue un erro a todolos efectos.
Hai que saber tamen que as operacions de suma e multiplicacion otantes
son conmutativas, pero non son asociativas. As, anda que x+y+z = (x+y)+z =
x+ (y + z), ocorre que
Fl(Fl(x+ y) + Fl(z)) 6= Fl(Fl(x) + Fl(y + z));
e polo tanto a orde coa que se opera e importante, xa que afecta a como se van
acumulando os erros. Unha orde inadecuada podeos ir aumentando.
Para evitar a propagacion de erros nos calculos, na medida do posible, debese:
| Evitar dividir por cantidades moi pequenas.
Supo~namos x aproximado por Fl(x) con erro de redondeo " (e dicir,
x = Fl(x) + "). Ao dividir por , se  e ((pequeno, relativamente)), enton
o novo erro de redondeo "= e ((grande)) (maior que o inicial); pero se 
e relativamente grande, "= e ((pequeno)).
| Evitar multiplicar por numeros grandes.
Multiplicar por numeros grandes pose levar os resultados rapidamente a zona
de overow. Se, por exemplo, se ten que realizar xypq , con x; y; p; q
((grandes)) en magnitude, e preferible facer: (xp )  (yq ).
| Evitar restar numeros relativamente iguais.
Tratase de evitar a perda de cifras signicativas. As, por exemplo, se
desexamos avaliar nun sistema de punto otante a expresion
p
x2 + 1   1,
sendo x un valor positivo cercano a cero, procederase da forma:
p
x2 + 1  1 =
p
x2+1 1p
x2+1+1
 (px2 + 1 + 1) = (x2+1) 1p
x2+1+1
= x
2p
x2+1+1
.
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| Evitar o uso de expresions complicadas.
Debense utilizar sempre as expresions mais simplicadas para ter que realizar
as menos operacions e, polo tanto, provocar menos erros. Por exemplo,
a hora de avaliar un polinomio de grao n nun punto x, en vez de realizar
todalas operacions que nos suxire a aplicacion directa da expresion P (x) =
a0  xn + : : :+ an 1  x+ an, para o que hai que realizar5 da orde de n22
operacions basicas, e mellor utilizar o metodo de Horner, xa que so precisa
realizar 2n operacions.
| Sumar os numeros en magnitude crecente.
Tratase de que os sumandos mais pequenos non sexan ignorados. Se a <
b < c, para calcular a+ b+ c, debese po~ner (a+ b) + c, xa que a suma dos
pequenos realzase primeiro, contribundo as mellor a suma total.
| Evitar repeticions de avaliacions funcionais.
Se, por exemplo, se vai calcular y = ex+ln(ex)+sin(3ex), e preferible facer
z = ex e logo facer y = z + ln(z) + sin(3z)
Nota.- No ordenador hai unha orde de prioridade establecida nas operacions:
exponenciacion, multiplicacion division, suma resta. As operacions da mesma
prioridade realzanse de esquerda a dereita. As prioridades podense modicar co
uso dos parenteses.
Outras recomendacions a seguir a hora de realizar os calculos estan relacionadas
coa linguaxe de programacion, polo que seran indicadas no seu momento nas clases
practicas de ordenador.
5. Alguns conceptos basicos de interese cara as proximas
unidades
Na Analise Numerica traballase sempre con tres elementos fundamentais:
problema que hai que resolver, metodo para resolvelo, e maquina para realizar
os calculos requiridos polo metodo.
Hai problemas que por si mesmos presentan inconvenientes, por exemplo,
os problemas mal condicionados, que son aqueles nos que unha 'pequena'
modicacion nos datos provoca, traballando con aritmetica exacta ou con
aritmetica sucientemente precisa, unha variacion ((grande)) na solucion. Como
exemplo, o problema de calculo das races dun polinomio debido a Wilkinson e
que se pode ver en Young-Gregory (1973): o polinomio P20(x) = (x   1)(x  
2)    (x   20) = x20   210 x19 +    ten como races os vinte numeros naturais
1; 2; : : : ; 20; non obstante, modicando lixeiramente o coeciente que acompa~na
a potencia 19 da forma Q20(x) = P20(x)   2 23x19, resulta un novo polinomio
Q20(x) cuxas vinte races son dez reais e dez complexas, estas con parte imaxinaria
5A suma dende o primeiro termo a1 ata o enesimo an dunha serie aritmetica e s =
(a1+an)n
2
:
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dunha magnitude non proxima a cero (2:81 i;2:51 i; : : :). Esta grande variacion
das races con respecto a pequena variacion dos datos non e debida a acumulacion
dos erros de redondeo (os valores das races son os que te~nen que ser), e dicir, non
esta provocada pola maquina de calculo; e unha caracterstica do propio problema:
e un problema mal condicionado. Os problemas mal condicionados precisan dunha
analise mais exhaustiva cara a sua resolucion.
Hai metodos que por si mesmos son teoricamente validos, pero non son
utilizables na practica porque resultan cami~nos demasiado longos, por exemplo
o metodo de Cramer para resolver un sistema linear (precisa dunha cantidade
excesiva de operacions, tal como xa vimos).
Da interrelacion problema-metodo-maquina xorde a inestabilidade numerica
dun metodo. Recordar que a maquina e nita, de maneira que pode ocorrer o
seguinte: xada a maquina e o problema a resolver, pode haber un metodo que
teoricamente nos garanta unha boa aproximacion da solucion e, non obstante, ao
executalo os erros de redondeo desguran a solucion. Dise enton que dito metodo
e numericamente inestable ao aplicalo a dito problema. Este mesmo metodo,
aplicado a outro problema e coa mesma ferramenta de calculo, pode non presentar
este inconveniente. Que debemos facer en tal caso? Pois cambiar o metodo, xa que
cambiar a unha maquina mais potente pode non ser posible. Analizar a propagacion
dos erros de redondeo producidos nos calculos realizados por un metodo sobre un
problema e cunha determinada aritmetica de traballo e unha parte, non facil de
realizar, na analise do metodo. Un exemplo de inestabilidade numerica mostrase
no ((Anexo)).
O ordenador que se vaia utilizar, por moi potente que sexa, sempre e nito,
o que pode ser un obstaculo a hora de manexar unha excesiva cantidade de datos.
Como ocorre sempre ante calquera problema que haxa que resolver, canta
mais informacion se te~na acerca del, mellor, xa que permitira, por unha parte,
aplicarlle o metodo mais adecuado e, por outra parte, asegurarse de que o problema
esta ben resolto.
Cando un metodo proporciona a solucion dun problema nun numero nito de
operacions, dise que o metodo e directo. As, por exemplo, o metodo de Cramer
e un metodo directo. Tamen son metodos directos os que temos usado normalmente
para calcular os ceros dun polinomio de grao non superior a 4. Pero non obstante,
como sabemos, para grao superior a 4 xa non e posible usar este tipo de metodos. O
mesmo ocorre cando queremos calcular os ceros dunha funcion transcendente F (x),
e dicir, que non sexa polinomica (ou, o que e o mesmo, cando queremos resolve-
la ecuacion numerica F (x) = 0). Nestas ocasions, coma en moitas outras, os
metodos son de tipo iterativo. Caracterzanse estes por construr unha sucesion
de elementos, chamados iterantes, coa intencion de que converxa a solucion que
andamos buscando, e as poder aproximala. Neste caso, os iterantes son numeros.
Noutro caso, os iterantes poden ser vectores ou outro tipo de estructuras.
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Continuaremos centrados nos metodos para aproxima-las races dunha
ecuacion numerica para unha mellor comprension de como se suele actuar.
Evidentemente, se houbese un metodo ((marabilloso)) para aproxima-los ceros de
calquera ecuacion, estudarase ese e ningun outro. Pero a realidade e que cada
problema (neste caso cada ecuacion) pode presentar casusticas diferentes, de tal
xeito que mesmo hai metodos que non se lle poden aplicar.
Que metodo e o mellor? Primeiro hai que xar o problema que debemos resolver,
agora podemos contestar: entre todolos que se lle poden aplicar, o mellor e o que
chega antes a unha mesma boa aproximacion da solucion. Notar que a bondade
se mide en tempo, non en cantidade de operacions, xa que estas poden ser moitas
pero mais faciles e polo tanto de calculo rapido.
No estudo dos metodos existen toda unha serie de resultados abstractos que nos
garanten, baixo certas condicions, que un determinado metodo nos proporciona a
solucion dun problema. O ideal sera que para o noso problema particular se poidese
comprobar de modo relativamente facil que obedece a un contexto abstracto dos
xa estudados. Se isto non e posible, deberemos analiza-lo noso problema dun modo
particular e construr un metodo que o resolva.
Supo~namos que aplicamos un metodo iterativo converxente para aproximar
unha raz  dunha ecuacion dada (e dicir,  cumpre F () = 0 para unha F (x)
dada). Que o metodo sexa converxente signica que se poden construr sucesions
fxng = fx0; x1; x2; :::g con dito metodo que converxen a . Po~namonos a construr
unha destas sucesions. Cando paramos esta construcion? (observar que, salvo que
algun iterante coincida con , non acabariamos mais). E preciso por tanto adoptar
un criterio ou test de parada. Deteremonos nesta cuestion, dada a importancia
que ten a hora de implantar este tipo de metodos no ordenador.
5.1. Sobre o test de parada nun proceso iterativo
Supo~namos que podemos construr unha sucesion fxngn0 converxente
a raz  dunha ecuacion dada F (x) = 0; isto signica que nos podemos aproximar
a  canto queiramos. Salvo que xn =  para algun n, o proceso e innito, logo,
cando paramos o proceso de construcion da sucesion?
1. O ideal sera proceder como segue:
| Construmos o iterante xn.
| Calculamos a distancia de xn a , jxn   j, e comprobamos se esa
distancia jxn j e ((pequena)), e dicir, se jxn j <  (onde  e un valor
de tolerancia ((pequeno)) prexado de anteman). E dicir, miramos se
estamos o sucientemente proximos de  segundo un criterio prexado.
 Se si, PARAMOS o proceso, e aproximamos o valor desco~necido 
que andamos buscando, polo valor co~necido xn:
 Se non, seguimos o proceso.
(Esta parte do proceso e a que se chama control de converxencia ou
test de parada).
| Construmos o iterante xn+1:
| E as sucesivamente.
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Cando paramos o proceso porque o test de parada e satisfactorio, o que
facemos e quedarnos co elemento xn como aproximacion de . Cometemos
enton o erro jxn   j.
2. Notar que o procedemento anterior e absurdo, xa que implica co~necer , que
e precisamente o que queremos calcular. Sera enton interesante dispo~ner
dunha boa estimacion da distancia jxn   j, e dicir, dispo~ner dunha ((boa))
cota do erro, jxn   j < cota, e de maneira que esta cota si poidese ser
calculada. Deste xeito, procederiamos como segue:
| Construmos o iterante xn:
| Calculamos a cota e comprobamos se esa cota e \pequena", e dicir, se
cota < :
 Se si, PARAMOS (xa que jxn   j < cota <  ), e aproximamos
o valor deco~necido  que andamos buscando, polo valor co~necido
xn.
 Se non, seguimos o proceso.
| Construmos o iterante xn+1.
| E as sucesivamente.
As, por exemplo, no metodo de dicotoma6 disponse da seguinte estimacion
do erro
jxn   j < b  a
2n+1
:
Neste caso, a cota b a2n+1 e facilmente calculable e permtenos saber a
cantidade n de iterantes que debemos construr se queremos ter garantido
que o erro que cometemos ao aproximar  por xn non supera a un 
prexado: basta tomar n tal que b a2n+1  , de onde se deduce, aplicando
logaritmo, que n debe cumprir n  ln(b a=)ln(2)   1. Calculamos enton
o numero ln(b a=)ln(2)   1; consideramos o numero natural inmediatamente
superior e chamamolo niter. Pois ben, segundo o exposto anteriormente,
temos garantido que jxniter   j < , cumprindo esta mesma desigualdade
todolos iterantes con ndice superior a niter (e que, por suposto xa non
se calcularan, dado que xa temos o test prexado satisfeito e non se debe
traballar gratuitamente). Pode que iterantes con ndice inferior a niter
satisfagan tamen o test prexado, pero non o podemos garantir.
Observar que, deste xeito, non e preciso en cada iterante calcular o valor da
cota e comparala coa tolerancia, senon que unha vez xada a tolerancia ,
xa podemos saber antes de comezar o proceso cantos elementos da sucesion
debemos construr.
3. O problema e que normalmente non se dispon deste tipo de estimacions,
ou son estimacions non facilmente calculables. Na practica procedese enton
como segue:
6Metodo que construe sucesions converxentes a solucion  da ecuacion F (x) = 0 baixo as
condicions de que a e b son extremos dun intervalo que conten a , no que F e continua e
F (a)F (b) < 0.
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| Construmos o iterante xn.
| Calculamos jxn   xn 1j e comprobamos se jxn   xn 1j < .
 Se si, PARAMOS, e aproximamos o valor deco~necido  polo valor
co~necido xn.
 Se non, seguimos o proceso.
| Construmos o iterante xn+1.
| E as sucesivamente.
Con respecto o test de parada, sinalamos o seguinte:
a) Pode dar lugar a uhna falsa converxencia: jxn   xn 1j pode ser
((pequeno)) porque a converxencia da sucesion sexa lenta e, non
obstante, estarmos anda lonxe de . Outro control que se recomenda
e calcular F (xn) e comparalo co cero, xa que andamos buscando un
punto onde F vale cero; o que se implanta averiguando se jF (xn)j 
 (sendo  > 0 un valor ((pequeno)) xado de anteman), xa que
en programacion non se debe pedir a igualdade co numero cero.
E aconsellable pedir o cumprimento dos dous test simultaneamente.
b) A medida de proximidade utilizada entre os dous ultimos iterantes
construdos pode ser absoluta, jxn+1   xnj  , ou relativa
jxn+1   xnj
jxnj  ; dependendo do nivel de esixencia que queiramos
establecer. Observar, con respecto a isto:
b1)  jxnj > 1 =) 1jxnj < 1 =)
jxn+1   xnj
jxnj < jxn+1   xnj;
polo tanto, cando jxnj > 1, tense
jxn+1   xnj <  =) jxn+1   xnjjxnj < ;
e dicir, o test do erro absoluto e mais severo que o test do erro
relativo.
 0 < jxnj < 1 =) 1jxnj > 1 =)
jxn+1   xnj
jxnj > jxn+1   xnj;
polo tanto, cando 0 < jxnj < 1, tense
jxn+1   xnj
jxnj <  =) jxn+1   xnj < ;
e dicir, o test do erro relativo e mais severo que o test do erro
absoluto.
b2) Seguindo a recomendacion de evitar nun computador dividir por
numeros ((pequenos)) (xa que isto ocasiona erros locais de redondeo
grandes), cando jxnj esta proximo a cero, o test do erro relativo
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jxn+1   xnj
jxnj < 
podese implantar da forma
jxn+1   xnj  jxnj:
Non obstante, isto tamen pode presentar problemas se o lmite da
sucesion fxng e un valor cercano a cero, xa que jxnj  pode ser
moi pequeno: pode que demasiado pequeno para ser representado
no ordenador.
b3) Unha estratexia que se pode seguir e traballar coa expresion
jxn+1   xnj
jxnj+ 1 < ;
xa que:
 cando os xn son grandes, da practicamente igual traballar con
esta expresion que coa expresion
jxn+1   xnj
jxnj < ; e dicir,
estamos esixindo un test de erro relativo.
 cando con fxng nos estamos achegando a un numero proximo
a cero, traballar coa expresion anterior e coma traballar coa
expresion
jxn+1   xnj
1
< , e dicir, estamos esixindo un test
de erro absoluto.
En calquera caso, hai que ter sempre presente que o test de
parada debese adecuar as caractersticas do problema que se estea
a resolver.
NOTA.- Acerca de que valores se poden asignar a  e aos  referidos neste
texto, hai que ter presente quen son os numeros maquina e a sua distribucion na
recta real, o que nos informara da distancia absoluta e relativa entre ditos numeros
(recordar, por exemplo, que, na nosa maquina, o numero positivo mais pequeno
e (1:0 : : : 0)2 1022  22210 308, que a distancia entre dous numeros maquina
consecutivos do intervalo [2j ; 2j+1] (j 2 [ 1022; 1023]) e 2j 52, e que a maquina
non detecta un erro relativo menor que o chamado epsilon da maquina, cuxo valor
e 2 52  2:22 10 16). Valores tpicos de  e  son 10 6  ;   10 10:
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OS PRINCIPIOS METODOLOXICOS
A unidade didactica desenvolverase nun perodo de tres semanas, a razon de 4
horas por semana distribudas da seguinte forma:
| 2 horas de teora: dirixidas a todo o alumnado que constitue ocialmente un
grupo. Nelas desenvolveranse os contidos da unidade e calquera estudante
podera establecer as dubidas correspondentes que estime oportunas.
Asemade, a profesora ou o profesor encargado da docencia, podera requiri-la
participacion do alumnado.
| 1 hora de practicas de ordenador nun laboratorio informatico: dirixida a un
subgrupo de aproximadamente 20 estudantes de maneira que cada estudante
te~na acceso a un posto de ordenador. Cada estudante debera traballar sobre
unha practica previamente proposta polo profesorado responsable. Estas
sesions utilzanse para que o alumnado se familiarice cunha linguaxe de
programacion e aprenda a utilizala para realizar co ordenador os calculos
que se demandaran nas clases teoricas. Asemade, esta actividade axudaralle
ao alumnado a profundar no estudo dos conceptos adquiridos e a aanzarse
neles. A profesora ou profesor que corresponda, indicara con detalle as
directrices que se deben seguir para a realizacion das practicas. As mesmo,
atendera as cuestions presentadas polo alumnado e levara un seguimento dos
traballos de laboratorio que se vaian realizando.
Nos ((Anexo)) da UD axuntamos algunha das practicas propostas para seren
executadas no ordenador.
| 1 hora de seminario nun laboratorio informatico: dirixida a un subgrupo
de aproximadamente 20 estudantes. O docente, ou calquera estudante
orientado polo docente, realizara exercicios previamente propostos na clase
teorica ou extrados dun boletn de exercicios. Nestas sesions tratase de
que o alumnado manexe e comprenda os conceptos desenvolvidos nas clases
teoricas, interactuando entre si e co profesorado encargado.
NOTA. Disporase dun curso virtual como apoio a docencia presencial que
permitira ao alumnado obter material sobre o que traballar (boletns de
exercicios, practicas de ordenador, etc.) e material de apoio para aclarar
contidos e dispo~ner de axuda para a realizacion dos exercicios e das practicas,
conectarse a paxinas web de interese, informarse das suas cualicacions, etc.
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AVALIACION
Non se fai unha avaliacion especca da unidade didactica, faise sobre a materia
da que forma parte. En dita avaliacion, o peso da unidade e cuantitativamente moi
pequeno. Isto e porque as ferramentas, conceptos e tecnicas que nela se ven son
manexados continuamente no resto das unidades da materia. Non obstante, o peso
da unidade e cualitativamente fundamental, xa que sen esta ((posta a punto)), o
estudante dicilmente podera realizar todalas tarefas que a materia lle vai esixir.
ANEXOS
Esta seccion esta dedicada a mostrar algunhas das practicas de ordenador
que se deben realizar.
Practica inicial
1. Crear un directorio co nome CN1V. Deste directorio colgaran todalas
practicas que se realizaran nesta materia.
2. No directorio CN1V crear un directorio co nome PRACTICA INICIAL.
3. EXERCICIO PRACTICO INICIAL PARA REALIZAR EN FORTRAN 90.
(Todolos programas relativos a este exercicio gardaranse no directorio
PRACTICA INICIAL.)
Para aproximar  =
p
a; a > 0 dado, considerase a sucesion:(
x0 dado ;
xn+1 =
xn(x
2
n +3a)
3x2n+a
; n = 0; 1; : : :
Podese probar que toda sucesion construda da forma anterior converxe a .
a) Construr un subprograma subroutine:
raizdea(a,x0,nitmax,eps,raiz,iterc),
que proporcione unha aproximacion de  (os nomes a, x0, nitmax, eps,
raiz, iterc) representan, respectivamente, o numero a, o iterante inicial
x0, a cantidade maxima de iteracions a realizar, o " > 0 ((pequeno)) que
se utilizara no test de parada jxn+1   xnj < ", a raz cadrada de a e a
cantidade de iteracions realizadas).
b) Construr un subprograma de lectura dos datos.
c) Construr o programa principal correspondente.
d) Utilizar o programa anterior para calcular
p
27.
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Datos do sistema punto otante do ordenador
Realizar un programa en FORTRAN que utilice as funcions intrnsecas kind, digits,
huge, tiny, precision, range, eps, minexponent, maxexponent para saber o sistema
de calculo do ordenador. Comprobar que se obte~nen os resultados que se mostran
a continuacion:
Para i enteiro, kind(i)= 4
Para x real simple precision, kind(x)= 4
Para y real dobre precision, kind(y)= 8
Para i ENTEIRO
p= digits(i)= 31
base=radix(i)= 2
i_max= huge(i)= 2147483647
Para x REAL SIMPLE PRECISION
precision decimal= precision(x)= 6
rango_expon_decimal= range(x)= 37
base=radix(x)= 2
p= digits(x)= 24
m= minexponent(x)= -125
M= maxexponent(x)= 128
x_max= huge(x)= 3.40282347E+38
x_min= tiny(x)= 1.17549435E-38
eps_maquina= epsilon(x)= 1.19209290E-07
Para y REAL DOBRE PRECISION
precision decimal= precision(y)= 15
rango_expon_decimal= range(y)= 307
base=radix(y)= 2
p= digits(y)= 53
m= minexponent(y)= -1021
M= maxexponent(y)= 1024
y_max= huge(y)= 1.79769313486231571E+308
y_min= tiny(y)= 2.22507385850720138E-308
eps_maquina= epsilon(y)= 2.22044604925031308E-016
1.+eps_maquina= 1.+epsilon(y)= 1.0000000000000002
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Exemplos sobre erros de redondeo
Construr un programa en FORTRAN 90 que declare sp e dp como constantes
((parameter)) con valores 4 e 8 respectivamente, que declare as variables hs e hd en
simple e dobre precision, respectivamente, e que realice os calculos que se indican
a continuacion. Comprobar se se obte~nen os resultados que se mostran.
OLLO a hora de traballar en simple ou en dobre precision:
1 = 1
1. = 1.0000000
1.e-10 = 1.00000001E-10
1e-10 = 1.00000001E-10
1_sp = 1
1._sp = 1.0000000
1_dp = 1
1._dp = 1.0000000000000000
1.e-10_dp = 1.00000000000000004E-010
EXEMPLOS ONDE SE OBSERVAN ERROS DE REDONDEO
*******************************************
EXEMPLO 1: traballando en simple precision:
---------
(1.+10.**(-10))*(1.+10.**(-10))= 1.0000000
traballando en dobre precision:
(1._dp+10._dp**(-10))*(1._dp+10._dp**(-10))= 1.0000000002000000
NOTAR que o valor exacto e 1+2*(10**(-10))+10**(-20),
e que polo tanto, incluso en dobre precision, cometese un erro= 10**(-20)
------------------------------------------------
OLLO: traballando en simple precision:
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epsilon(hs)= 1.19209290E-07
1.+ epsilon(hs)= 1.0000001
traballando en dobre precision:
epsilon(hd)= 2.22044604925031308E-016
1.+ epsilon(hd)= 1.0000000000000002
------------------------------------------------
EXEMPLO 2: en simple precision:
---------
1.+10.**(-17)= 1.0000000
en dobre:
1._dp+10._dp**(-17)= 1.0000000000000000
Notese que 10**(-17) < epsilon(hd)
-----------------------------------------------
1.+10.**(-6)= 1.0000010
1._dp+10._dp**(-15)= 1.0000000000000000
Exemplo (cancelacion catastroca)
DEBESE EVITAR RESTAR NUMEROS CASE IGUAIS,
*****************************************
porque isto ocasiona perda de dxitos de precision,
e isto pode ser perigoso (Cancelacion catastrofica).
EXEMPLO 1
---------
r= 0.1234567890123450E+00
s= 0.1234567890123400E+00
A maquina calcula:
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t=r-s= 4.99600361081320443E-015
NOTAR que o valor exacto de t e t=5.e-15.
-------------------------------------------
EXEMPLO 2
---------
Proporcionanse:
u=12345678901234567.
u=12345678901234566.
A maquina calcula:
w=u-v= 2.0000000000000000
NOTAR que o valor exacto de w e w=1
Exemplo (un proceso numericamente inestable)
EXEMPLO DE PROCESO NUMERICAMENTE INESTABLE
******************************************
Ver, por exemplo, Kincaid-Cheney (1991)
Sucesion de numeros reais construdos da forma:
x(0)=1,
x(1)=1/3,
x(n+1)=(13/3)x(n)-(4/3)x(n-1) para n>=1
----------------------------------------------------|
| | |
n | VALOR EXACTO DE x(n) |VALOR APROXIMADO DE x(n)|
| | |
----|----------------------|------------------------|
0| 0.100000000000000E+01| 0.100000000000000E+01|
1| 0.333333333333333E+00| 0.333333333333333E+00|
2| 0.111111111111111E+00| 0.111111111111111E+00|
3| 0.370370370370370E-01| 0.370370370370371E-01|
4| 0.123456790123457E-01| 0.123456790123458E-01|
5| 0.411522633744856E-02| 0.411522633744908E-02|
6| 0.137174211248285E-02| 0.137174211248494E-02|
7| 0.457247370827618E-03| 0.457247370835984E-03|
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8| 0.152415790275873E-03| 0.152415790309338E-03|
9| 0.508052634252908E-04| 0.508052635591546E-04|
10| 0.169350878084303E-04| 0.169350883438852E-04|
11| 0.564502926947676E-05| 0.564503141129633E-05|
12| 0.188167642315892E-05| 0.188168499043720E-05|
13| 0.627225474386307E-06| 0.627259743499413E-06|
14| 0.209075158128769E-06| 0.209212234581194E-06|
15| 0.696917193762563E-07| 0.702400251859573E-07|
16| 0.232305731254188E-07| 0.254237963642228E-07|
17| 0.774352437513958E-08| 0.165164173303559E-07|
18| 0.258117479171319E-08| 0.376727466125784E-07|
19| 0.860391597237732E-09| 0.141226678880699E-06|
20| 0.286797199079244E-09| 0.561751946332923E-06|
21| 0.955990663597479E-10| 0.224595619560173E-05|
22| 0.318663554532493E-10| 0.898347425249695E-05|
23| 0.106221184844164E-10| 0.359337801666845E-04|
24| 0.354070616147214E-11| 0.143735081718970E-03|
25| 0.118023538715738E-11| 0.574940313893291E-03|
26| 0.393411795719127E-12| 0.229976125124564E-02|
27| 0.131137265239709E-12| 0.919904500354003E-02|
28| 0.437124217465697E-13| 0.367961800136793E-01|
29| 0.145708072488566E-13| 0.147184720054557E+00|
30| 0.485693574961885E-14| 0.588738880218174E+00|
31| 0.161897858320628E-14| 0.235495552087268E+01|
32| 0.539659527735428E-15| 0.941982208349071E+01|
33| 0.179886509245143E-15| 0.376792883339628E+02|
34| 0.599621697483809E-16| 0.150717153335851E+03|
35| 0.199873899161270E-16| 0.602868613343405E+03|
36| 0.666246330537565E-17| 0.241147445337362E+04|
37| 0.222082110179188E-17| 0.964589781349449E+04|
38| 0.740273700597295E-18| 0.385835912539779E+05|
39| 0.246757900199098E-18| 0.154334365015912E+06|
40| 0.822526333996994E-19| 0.617337460063647E+06|
41| 0.274175444665665E-19| 0.246934984025459E+07|
42| 0.913918148885549E-20| 0.987739936101835E+07|
43| 0.304639382961850E-20| 0.395095974440734E+08|
44| 0.101546460987283E-20| 0.158038389776294E+09|
45| 0.338488203290944E-21| 0.632153559105175E+09|
46| 0.112829401096981E-21| 0.252861423642070E+10|
47| 0.376098003656604E-22| 0.101144569456828E+11|
48| 0.125366001218868E-22| 0.404578277827312E+11|
49| 0.417886670729560E-23| 0.161831311130925E+12|
50| 0.139295556909853E-23| 0.647325244523699E+12|
Nota.- Podese comprobar que a relacion recurrente anterior tamen se pode xerar
da forma xn = (
1
3 )
n (ver a bibliografa recomendada).
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